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Наведено розрахунок напружено-деформованого стану диска турбіни високого тиску в двовимірній по-
становці декількома методами, у т.ч. методом скінченних елементів. Основною задачею було визначен-
ня найбільш оптимального методу для його подальшого застосування в моделях прогнозування ресурсу 
критичних елементів авіаційних газотурбінних двигунів. 
Вступ 
Основною областю застосування розрахункових 
методів для визначення напружено-деформо-
ваного стану є етап проектування. Але досить 
суттєвою рисою цих методів є можливість їхньо-
го використання в задачах моніторингу техніч-
ного стану авіаційних газотурбінних двигунів. 
Під час експлуатації авіаційних двигунів важли-
во оцінити параметри напружено-деформованого 
стану в режимі реального часу. Для цього необ-
хідно пов’язати параметри, що вимірюють під 
час роботи двигуна з параметрами зовнішнього 
навантаження окремих його елементів. Тому ос-
новним критерієм для вибору оптимального розра-
хункового методу є критерій швидкість/точність. 
Диски газових турбін в польоті витримують такі 
навантаження:  
– відцентрові сили власної маси; 
– відцентрові сили мас робочих лопаток і газоди-
намічні сили від лопаток; 
– сили тиску повітря на бічних поверхнях; 
– крутний момент від робочих лопаток; 
– гіроскопічні моменти внаслідок деформацій 
вала та криволінійних еволюцій літака; 
– температурні напруження від нерівномірного 
нагрівання. 
Але, загалом, у розрахунках дисків на статичну 
міцність як основні навантаження беруть від-
центрові сили власної маси і мас робочих лопа-
ток, а також ураховують температурні напру-
ження, що виникають при нерівномірному нагрі-
ванні диску в радіальному напрямку. 
Для порівняльних розрахунків були застосовані 
такі методи: 
– метод Кінасошвілі; 
– метод скінченних різниць; 
– інтегральний метод; 
– метод поступових наближень розв’язку рівнянь 
напруженого стану в силах; 
– метод скінченних елементів. 
Рівняння напруженого стану диска 
Під час визначення напруженого стану диска за 
допомогою більшості методів з метою порівню-
вання вважають його плоским і симетричним 
відносно вісі.  
Сили, що діють на диск, спрямовані радіально і 
рівномірно розподілені в круговому напрямку. 
Диск нерівномірно нагрітий за радіусом, але рів-
номірно за товщиною. 
Якщо з диска виділити окремий елемент, то на 
нього діють кругові t  і радіальні r  напружен-
ня, розподілені по гранях, та об’ємні сили Qr, 
викликані дією відцентрових сил 
rQr
2 ,  
де   – щільність матеріалу;   – кутова швид-
кість обертання ротора.  






rrtr ,                           (1) 
де r , t  – радіальні та кругові напруження; 
)(, rbbr   – радіус і ширина диска в перетині. 
Між напруженнями і деформаціями при пружній 
поведінці матеріалу існують залежності, які ви-










rtt                             (3)  
де r , t  – радіальні та кругові деформації;  
)(rEE   – модуль пружності матеріалу диска; 
)(r  – коефіцієнт Пуассона; )(rTT   – тем-
пература диска; )(T  – коефіцієнт лінійного 
розширення матеріалу. 







Рис. 1. Зміна значень напружень уздовж радіуса 
диска для методів Кінасошвілі (а), скінченних  
різниць (б): змінних параметрів пружності (в): 
1 – радіальні напруження; 2 – кругові напруження;  
3 – еквівалентні напруження 
 
Рівняння спільності деформацій має вигляд 
.)( rt rdr
d
                                   (4) 
З рівнянь (2) – (4) можна одержати рівняння  













           (5) 
Рівняння (1), (5) являють собою систему дифе-
ренціальних рівнянь диска в напруженнях. 
Розв’язок рівнянь можна одержати, маючи гра-








                                   (6) 
Виділивши з рівнянь (1) і (5) похідні з радіаль-
них і кругових напружень, можна записати сис-
тему диференціальних рівнянь диска в класичній 

































































              (7) 
У результаті розв’язання системи диференціаль-
них рівнянь (7) з граничними умовами  (6) бу-
дуть отримані напруження r  і t , відповідні 
пружним деформаціям диска. Для знаходження 
напружень можна використовувати відомі чис-
лові методи розв’язку систем лінійних диферен-
ціальних рівнянь зі змінними коефіцієнтами, на-
приклад, методи Кутта–Мерсона, Рунге–Кутта, 
Гіра, метод пристрілки та ін. 
Метод Кінасошвілі 
Систему рівнянь (7) розв’язують методом ліній-
ної апроксимації Кінасошвілі (рис. 1).  
Спочатку шляхом послідовних наближень розра-





























































    


















































де і – номер наближення; A(i)  – стала, яку визна-
чають з граничних умов;  с – скінченний радіус. 
Перше наближення знаходять, вважаючи 00 r . 













r                                 (8) 
де   – відносна точність розрахунків. 
За значеннями )(ir  та 
)(iA  із наближення (8) зна-





























Метод скінченних різниць 
У вихідній системі диференціальних рівнянь (7) 





































                         (9) 
де n – номер циліндричного перерізу (перерізи 
нумеруються від 0 до k у напрямку від центра до 
ободу). 
Підставляючи скінченні різниці (9) у рівняння (7) 
у диференціалах і виконуючи необхідні перетво-
рення, можна одержати рівняння, що пов’язують 






































































































































. ])()[( 1.  nnTnT TTE                                    (11) 
Для спрощення подальших записів уведемо  такі 
скорочення: 
;/1 1 nnn rr   ;3// 11   nnnnn bbrr  
;22rCn   
;1// 1..1   nnTnnn EErr  
);//(/1 11..1 nnnnnnn bbEErr    
].)()[( 1.  nnTnTn TTE  
















            (13) 
Виразимо напруження )(nr і 
)(n
t для кожного 
розрахункового перерізу через напруження в  
нульовому перерізі.  
Для диска з центральним отвором нульовий пе-
реріз проводиться на радіусі отвору та 0)0( r , 
0
)0( t . 
Послідовно використовуючи рівняння (12) і (13), 
знаходимо значення радіальних та кругових на-
пружень для 1, 2, 3, ..., n-го перерізів (рис. 1, б).  










t QN                                     (15) 
де 
;11 nnnnn NAA     
;)( 11 nnnnnn CQBB    
;11 nnnnn ANN     
.211   nnnnnnn CBQQ                   (16) 
Значення коефіцієнтів An і Nn залежать не від наван-
таження диска, а тільки від геометричних розмірів і 
матеріалу диска. Тому їх називають коефіцієнтами 
форми і пружних навантажень диска. 
Значення коефіцієнтів Bn і Qn поряд із геомет-
ричними розмірами і характеристиками матеріа-
лу залежать, переважно, від відцентрових і тем-
пературних навантажень, що діють у диску. То-
му їх називають коефіцієнтами відцентрових і 
температурних навантажень диска. 
Формули (14) і (15) з урахуванням формул (16) 
дозволять виразити напруження в n-му перерізі 
через напруження в нульовому перерізі. 
Для диска з центральним отвором рівняння (14) і 












Нульові значення коефіцієнтів повинні вибира-
тися з умови перетворення рівнянь у тотожність, 
що задовольняються при будь-яких значеннях на-
пруження 0 .  
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Для диска з центральним отвором: 
.0,1,0,0 0000  QNBA  
Невідоме напруження в нульовому перерізі дис-
ка 0  розраховують за відомим радіальним на-
пруженням у k-му перерізі диска, тобто за вели-
чиною контурного навантаження, що виникає від 
відцентрових сил лопаткового вінця.  
























де Nr , Nt  – сумарні сили в циліндричному і меді-
альному перетинах диска, віднесені до одиниці 
довжини перетину.  





rtr .                         (17) 
Рівняння спільності деформацій (5) у силах  













           (18) 
Проінтегрувавши рівняння (17), (18) та підста-
вивши інтегральне рівняння спільності (18) де-
формацій в інтегральне рівняння рівноваги (17),  
одержимо інтегральне рівняння розтягу диска 
відносно радіальної сили: 
)()()()()()( 21 rFrFrFNrFUrLNrN Tqraarr  ,  
де інтегральна операція L  відносно Nr(r) та інші 
















































































Розв’язок рівняння (19) має вигляд: 
),()()()( 21 rrrNruN Tqraar    
де i  (i=1, 2) – фундаментальні функції, які є 
розв’язками відповідного однорідного інтеграль-
ного рівняння (19); q , T  – часткові розв’язки. 
Тобто функції i  є розв’язками інтегральних 
рівнянь  
irr FLNN   (i = 1, 2), 
а функції q  та T  відповідно рівнянь 
qrr FLNN  ; 
Trr FLNN   
При відомому радіальному зусиллі Nr  кругове 

















































Для диска з отвором кругове зусилля на внут-


































































































)1( .                (21) 
Функції )(),( rrFT   розраховують, якщо r = c. 
Метод поступових наближень розрахунку 
напружень у силах 
У разі розв’язання системи рівнянь (17) і (18) 
методом поступових наближень після їхнього 
інтегрування для радіального зусилля перше на-
ближення для диску з отвором можна записати у 
вигляді: 
  ),()()(1)()( 11)1( rrrNrNrN Tqrarcr   












































q bdrrrbdrrr  
)()()()( 1 cFrrFr TTT  . 
Наступні наближення для радіального зусилля 
можна обчислити за формулами: 
)()()( )1()1()( rrNrN ir
i
r
 ;  
)()()()( )1(1
)2()1( crrr iii   . 
Функції )(),( rrFT   обчислюють за формулами 
(20) і (21). У формулі (21) замість )(rNr беруть 
його відповідне наближення )()1( rN ir
 . Усі інтеграли 
у формулах обчислюють за правилом трапецій. 
Розрахунок напружень у пружно-пластичній  
області методом змінних параметрів пружності 
Розрахунок напружень ведуть послідовними  
наближеннями (рис. 1, в). Першим наближенням 
є значення напружень ,)1(i  обчислені в припу-
щенні пружного деформування диска. Ці напру-
ження для деяких ділянок диска можуть переви-
щувати межу пропорційності матеріалу, тобто 
пцi 
)1( . Для кожної такої ділянки при відпо-
відній температурі визначають значення модуля 










                                     (22) 
де )1(id  – напруження за діаграмою деформу-
вання, що відповідають деформаціям )1(i , які 







)1(  .      
Значення модулів (22), розрахованих для всіх 
пластичних зон диска, використовують для пов- 
торного пружного розрахунку, у результаті чого 
знаходять нові значення напружень ., )2()2( idi   
Потім знову визначаються модуль пластичності 
)2(
iE  і так доти, поки не збігуться значення напру-
жень i і id . Під час розрахунку диска за напру-
ження i  необхідно брати інтенсивність напружень 
,22 trtri    
яка є узагальненою характеристикою складного 
напруженого стану, та відповідає умові текучості 
Мізеса. 
Для розрахунку пружно-пластичних напружень 
методом змінних параметрів пружності необхід-
но мати сім’ю експериментальних діаграм  
деформування матеріалу диска при різних тем-
пературах. 
Сім’ю цих діаграм доцільно подавати в аналіти-
чному вигляді як функцію двох змінних 
).,( Tf    
Зазначена функція може бути виражена у вигляді  
)],,(1)[( TTE   
де )(  – безрозмірна функція деформації  
(функція Іллюшина).  
Для пружної ділянки діаграми деформування 
0 , а для пружно-пластичного 0 . Функ-








Метод скінченних елементів 
У більшості випадків під час розрахунку міцнос-
ті диски турбомашин можна розглядати як тонкі 
пластини, використовуючи попередньо зазначені 
методи. У товстих дисках, які мають розвинуті 
маточини, напружений стан буде відрізнятися 
від двовісного, що потребує використання розра-
хункових методів з урахуванням тривимірного 
напруженого стану.  
Основна ідея методу скінченних елементів скла-
дається в тому, що будь-яку неперервну величи-
ну, таку, як температура, тиск і переміщення, 
можна апроксимувати дискретною моделлю, яка 
будується на множині кусково-неперервних функ-
цій, визначених на скінченному числі підобластей.  
Метод скінченних елементів широко застосову-
ють у багатьох прикладних задачах [1]. Потрібно 
відмітити простоту формулювання основних 
принципів, ясність фізичної інтерпретації, віль-
ність розміщення вузлових точок, симетрію мат-
риць жорсткості елементів і систем рівнянь.  
Основними етапами розв’язання задач за мето-
дом скінченних елементів [1] є такі: 
– побудова функціонала; 
– розділення системи на скінченні елементи та 
вибір координатних функцій; 
– побудова матриць жорсткості; 
– побудова канонічних рівнянь; 
– розв’язання канонічних рівнянь (визначення 
степенів вільності системи); 
– визначення компонентів напружено-дефор-
мованого стану (переміщення, напруження) за 
областю скінченних елементів. 
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Розрахункова схема диска 
За об’єкт розрахунку був обраний диск другого 
ступеня турбіни високого тиску авіаційного  
турбореактивного двоконтурного двигуна. 
За параметри робочого процесу були взяті: раді-
альне контурне навантаження МПа 151Рл , 
частота обертання валу високого тиску 
рад/с 1200ВТn . Розрахунки проводили з ураху-
ванням температурних навантажень у пружно-
пластичній області. За розрахунковий був взятий 
злітний режим, для якого розподіл температур 
уздовж радіуса підкоряється квадратичній за-
лежності (рис. 2). 
 
Рис. 2. Розподіл температур уздовж радіуса диска  
 
Двовимірну скінченноелементну модель (рис. 3) 
побудовано на основі геометрії поперечного пе-
рерізу диска з застосуванням двовимірного  
восьмивузлового скінченного елемента з ураху-
ванням пластичних властивостей матеріалу [3]. 
 
Рис. 3. Геометрія розрахункової скінченноеле-
ментної моделі диска в двовимірній постановці 
Для розрахунку дисків на основі повних триви-
мірних моделей може бути використана триви-
мірна скінченноелементна модель (рис. 4) зі за-
стосуванням двадцятивузлового скінченого  
елемента [3].  
Розрахунки методом скінченних елементів про-
водилися в середовищі розрахункового комплек-
су ANSYS [4] на основі розроблених скриптів, 
написаних мовою APDL (Ansys Parametric Dialog 
Language).  
 
Рис. 4. Геометрія тривимірної скінченно- 
елементної розрахункової моделі диска  
Результати розрахунку напружень показано на 
рис. 5. 
  
Рис. 5. Зміна значень напружень уздовж радіуса 
диска для методу скінченних елементів:  
1 – радіальні напруження; 2 – кругові напруження;  
3 – осьові напруження; 4 – еквівалентні напруження 
Опис характеристик матеріалу 
Для розрахунку температурних напружень у 
диску необхідно мати функціональні залежності 
модуля пружності Е і коефіцієнта лінійного роз-
ширення  від температури. У розрахунках був 
застосований сплав ЭП741НП [5] з такими  




























Рис. 6. Криві деформування сплаву ЭП74ІНП 
при різних значеннях температури 
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Результати розрахунків та їх порівняння 
Попередньо був проведений комплекс розрахун-
ків дисків турбін авіаційних газотурбінних дви-
гунів різних конфігурацій при різних значеннях 
зовнішнього навантаження.  
Еквівалентні напруження диска визначали за чо-
тирма розрахунковими методами (див. таблицю). 
За еталонний був обраний метод скінченних 
елементів, який довів свою надійність і достовір-
ність результатів порівняно з реальними експе-
риментальними даними [6].  
Розбіжність отриманих результатів досить суттє-
ва в області маточини та біля зони переходу по-
лотна в обод диска (рис. 7).  
В останньому випадку це викликано розрахун-
ком методом скінченних елементів тривимірного 
стану.  
На об’ємний напружений стан суттєво впливає 
осьове напруження (рис. 2), особливе біля мато-
чини та обода диска. 
Застосування скінченноелементної моделі дозво-
ляє відійти від припущення щодо сталості радіа-
льних переміщень за товщиною диска. В області 
маточини радіальні переміщення точок, що ле-
жать на вісі симетрії перерізу, перевищують ра-
діальні переміщення точок, що лежать на краях 
маточини.  
Це обумовлено тим, що відцентрове наванта-
ження від іншої частини диска всередині мато-
чини більше ніж на її краях.  
Полотно диска, товщина якого значно менша за 
радіус, розтягується рівномірно, а значення раді-
альних переміщень незначні.  
В ободній частині вплив об’ємних ефектів на ро-
зподіл радіальних переміщень за радіусом про-
тилежний їхньому впливу в маточині. 
 
Рис. 7. Загальне порівняння зміни еквівалентних 
напружень уздовж радіуса диска для всіх методів:  
1 – метод Кінасошвілі; 2 – метод скінченних різниць;  
3 – метод скінченних елементів; 4 – метод скінченних 
елементів без урахування впливу тривимірного стану  
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1 80 678.73 803.72 591.90 841.14 780.21 633.79 
2 95 533.23 695.33 463.07 631.98 616.95 542.40 
3 100.5 495.23 644.26 428.11 575.36 564.84 512.83 
4 112.5 427.21 550.49 364.09 470.85 469.39 472.63 
5 121 425.53 529.79 354.21 419.50 421.58 460.76 
6 134 435.15 535.71 359.35 411.36 413.84 460.07 
7 136 481.29 555.45 389.43 429.42 429.92 480.16 
8 142 515.19 582.68 415.22 449.46 449.13 495.61 
9 150 532.04 596.54 427.65 482.25 481.84 509.53 
10 170 496.66 561.31 398.86 488.94 488.79 487.69 
11 190 453.26 521.82 372.22 447.66 447.60 447.05 
12 210 406.47 481.89 354.65 405.76 405.81 404.01 
13 225 380.06 461.45 357.74 361.95 362.12 372.26 
14 228 370.93 451.87 355.49 343.14 343.33 361.01 
15 238 323.57 393.85 334.22 158.07 158.56 229.34 
16 242 236.56 252.93 265.57 165.25 165.67 185.53 
17 244 196.05 204.83 236.09 209.43 209.70 181.02 
18 244 169.75 177.26 214.13 - - - 
19 249.5 71.76 184.58 230.98 421.78 421.84 219.90 
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Висновок 
На основі проведеного порівняльного аналізу 
можна зробити висновок, що найбільш оптима-
льним для розрахунків напружено-дефор-
мованого стану дисків та інших критичних еле-
ментів авіаційних газотурбінних двигунів порів-
няно з еталонним методом скінченних елементів 
є метод Кінасошвілі, а найбільш ефективним пі-
дходом до скінченноелементного моделювання 
за критерієм швидкість/точність – двовимірна 
модель [3] з урахуванням тривимірного стану.  
У подальшому скінченноелементна модель буде 
застосована для розрахунку теплонапруженого 
стану при статичному та циклічному наванта-
женнях, у задачах визначення ресурсу дисків, 
оскільки її розвиток надає можливість врахуван-
ня нелінійних властивостей матеріалу та зміни 
зовнішніх навантажень із визначенням рівня на-
копичення пластичних деформацій. 
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А.Г. Кучер, В.В. Харитон  
Сравнение расчетных методов для определения напряженно-деформированного состояния диска турбины 
авиационного газотурбинного двигателя 
Приведен расчет напряженно-деформированного состояния диска турбины высокого давления в двухмерной 
постановке несколькими методами, в т.ч. методом конечных элементов. Основной задачей было определение 
наиболее оптимального метода для его дальнейшего использования в моделях прогнозирования ресурса крити-
ческих элементов авиационных газотурбинных двигателей. 
О.G. Кucher, V.V. Kharyton  
Comparison of calculation methods of aviation gas-turbine engines turbine disc deformed state evaluation 
High pressure turbine disc deformed state was calculated using some methods in two dimensional formulation including 
finite elements method. The main goal was to define the most optimal method for its future utilization in service life 
forecasting models of aviation gasturbine engines critical elements. 
